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Beitrag zur Auswertung unendlicher Producte und 

Reihen, 


Von Reinhard Milduer, 

Realschulprofessor in Römerstadt . 

(Vorgelegt in der Sitzung am 12. Juli 1883.) 


I. 


Es soll der Werth der nachstehenden unendlichen Reihe für 
alle x, deren absolute Beträge kleiner als 1 sind, ermittelt werden. 
Es sei: 


1 ) F{x) J n xU -+- 2 n x n " + ~ 3 n x n 4 n_ x n ' 


also [x] < 1 


Zunächst entwickle man die einzelnen Glieder in Potenz¬ 
iellen, geordnet nach steigenden Potenzen von x , so folgt unter 
der über x gemachten Voraussetzung: 


1 

1 

l n — X n - 

~¥ 

1 

_ 1 

2 n — x n 

- 2 n 

1 

1 

3 n — x n 

~ 3 ” 




X n 

V 1 



Xn 

2* 


1 f x n 

3» L 1+ f 


x ln 

Jin 

X 2n 

x in 


X Zn 


X 071 
2 Sn 


x 3n 

3 »« _l_ 


Alles addirt gibt: 

2 ) F(x) = S„-\-S iH X n ^-S 3 n X 2 n -i-S in X 3 n -h- . [x] < 1 

dabei stellt S n die Summe der «teil Potenzen der reciproken 
ganzen Zahlen vor; nämlich: 
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Der Logarithmus von T (1— x) lässt sieh, wie aus der Theorie 
der Gammafunctionen bekannt ist, durch folgende Potenzreihe 
ausdrücken: 

3) lgr(l— x) = Cx H- | S 3 x % -+- S 3 x 3 -+-1S 4 a? 4 -t- 
wobei C durch nachfolgende Gleichung bestimmt wird: 

C=lim(l -+- r 1 -t-. -+- * — Igr) = 0-57721566... 

A O V 

Es ist ferner bekannt, dass aus der Reihe 

f(x) = A 0 -hA l x-+-A z x 2 -i-A 3 x 3 ~h.. 

der Werth der nachstehenden Reihe durch die Summe be¬ 
stimmt ist: 

1 n—1 

¥ (x) = A 0 h - A n x u -hA 2n x 2n -hA 3n x 3n -h ■. . = —^ f{xe-~) 

o 

(fix) ist für alle x convergent, für welche f(x\ die ursprüngliche 
Reihe convergirt. 

Dieser Satz auf Gleichung 3) angewendet, gibt, wenn in 
der Potenzreihe fürlgT(l— x) immer ( n —1) Glieder weggelassen 
werden: 

4) f (x) = 1 S n X n -+- ^ S in X 2n -+- i S 3n X 3n -t- . 

== 1 2 's r (i-^ 2 -?) = l ig n m-xe^) 

o 0 

Wird hier n als gerade Zahl vorausgesetzt, so geht die letzte 
Gleichung durch Vertauschung von x mit — x über in: 

6 ) = 

11 0 

Durch Addition von 4) und 5) ergibt sich: 

2 f (x) = — lg J1 r (1 -t-aye'V) r(l— xe^r) 

n o 


6) 
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Berücksichtigt man die Fimdamentaleigenschaft der Gamma- 
function: 


r(ln-A) r(i—A) = 


7rA 


-; wobei [Al < 1, 
sm ttA l j ; 

so verwandelt sich die Gleichung 6) in die nachstehende: 

/ \ 1 t n ~ 1 xne~r 

7) 2,y0«0 =-lg «r- -^ 

11 0 sm {ante—') 

Der Zähler kann leicht umgeformt werden, denn es ist: 
= e | i n+H3+... + M) ] = e (n -^ 

0 

= cos {n —l)7T-+-i sin (ii —1) n = —1; 
da (7 i—l) ungerade ist, demnach geht 7) über in: 


7') 


2? Lv) = - lg —-—- 

r\ J n & 7i—i ' 2 . 

7 r sm {eene —) 
o 


Es sei der Kürze halber: 


Ti pw • / 2£7U p| • , 2 v 

P= II Sill (xne—) = JJ sin {ante —) 
0 0 


n —1 

n t / - 1 9^ K 

sin (xne—J 

n 


, 2 9Td . -xi . 2gni 

==sm^ JJ sin (xne —) sm {ccne ) JJ sm (ame—) 

1 n 

2 +1 

Der letzte Factor kann folgendermassen umgeformt werden, 
wenn die Substitutionen in umgekehrter Ordnung ausgeführt 
werden: 




2 gTii 2 'ti _ 2 g 

JJ sin {ante~) = JJ sin (ame— 9 ; r **) 
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Dies beachtend, hat man für P den Ausdruck: 


P — — sin z nx J| [sin (xne^r) sin (x 


= — sin *nx J] o) (x } g ); 

i 

dabei steht u>(x,g) zur Abkürzung für den Ausdruck in der 
eckigen Klammer. Werden darin die Exponentialgrössen durch 
trigonometrische Functionen ersetzt, so folgt: 

/ n . f %g ?r . . 2qn} 

co (x 9 g) = sm ^xn cos —h i xn sin I 

. ( 2r/7r . . 2(f7z\ 

sm xn cos —- i xn sin 

^ n 71 J 

und wenn hier noch das Product der Sinuse durch die Differenz 
zweier Cosinuse ausgedrückt wird, so gibt dies: 


co (x,g) = ^ | cos ^ 2ixn sin 


. f 2g? 

m -z— — cos 2xn cos — 
n ) V 71 


= ^ | e 2x * sin ~ h— e~ 2xKSin i; — 2 cos ^2 xn cos 

Setzt man in Folgendem zur Abkürzung: 

, . 2qn 2gn 

L = sm und p a — cos , 

71 71 

so geht P über in: 


[!J ! ~ fl 2 cos (2a?jrp,)} 


P — — sm i itw ^ 


und aus Gleichung 7') wird alsdann: 


8 ) 2y(*) = -lg- 


2 >l ~~ 2 x n n n 


sin 2 nx II {e 2x * } ' g -+-e— 2x * f ff —2 cos (2o?7rp^)} 



Beitrag zur Auswertung unendlicher Producte und Reihen. 595 
Durch Differentiation dieser Gleichung nach x ergibt sich: 


9 ) ^ ~ cotg xx— * (*» 

1 

Der Ausdruck unter dem Summenzeicken ist durch die nach- 
stehende Gleichung bestimmt: 

_ ^(^- < r-^)- 4 -2p > Bin(2awp,) 

.4] fA* >if) e ‘U-Lg^ e ~-2x^.g_2 cog (2xxp g ) 

Wird jetzt auch Gleichung 4) nach x differentiirt, so folgt: 

'f'(x) = S n x n ~ 1 -hS in v 2n — ‘- 1 -iSsBa ? 8 “ -:1 -+- 1 S 4 M 1 —l— • • • 

und nach geschehener Division der letzten Gleichung durch x n ~ 1 
folgt: 

— S, t -hS in X n -hS3 n X 2n -hS4 n X 3n + . 

x ,l ~ l 

= F{x) 

Substituirt man in die letzte Gleichung den Werth des 
Differentialquotienten y'Qv) aus Gleichung 9), so erhält man: 

n i 

10) Fix) = gh _ [®otg xx *+■ ^ «K®, </)] 


und wenn a? durch — ersetzt wird, so folgt für —tt-< a?<-t-7r 



für n = 4 gibt Gleichung 10), da g = 1 und X«, = sin =1 
und p g = 0 ist das leicht zu beweisende Resultat: 



Wissenschal 

Mi] 

[du er. 

1 


1 

2 4 —ar 


3 4 —a ,’ 4 

1 

7T 

| cotg m 

2 ^“ 

4# 3 


Zur bequemeren praktischen Berechnung’ mögen zwei Fälle 
unterschieden werden. 

a) n = 4pn-2 und ß) n = 4 p. 

ix 

Wird in ip (x, g) statt g.. (— —g) eingesetzt, so stimmen, 
wie sich leicht zeigen lässt, die Substitutionsresnltate <p (.v, g) und 

'il 

ip (a?, — — g) überein. Es ist nämlich: 

u 


2{j-g)n . 2 gn , 

X„ = sm —-— = sin -z— - X 

— -g 11 11 


2 li i~ 9 r 

p n = cos —--— 


-y r 2gn 

-= —cos = —p g . 

n n 1 y 


Dies beachtend, gibt die Gleichung Ä) nach ausgeführter 
Substitution: 

9) = K*i9) 

und es lässt sich die Summe in Gleichung 10) also umformen: 

n n —2 n_ ^ 

T — 4 T — 

^ P O; ff) = ^ p0 V > 9) -+- ^ ( J)\ für w = 4/m-2. 

1 1 n+2 

4 

Der zweite Theil lässt sich, wenn die Substitutionen in 
umgekehrter Ordnung vorgenommen werden, folgendermassen 
darstellen: 


'p (#,g) =)T f (#, j —ff) — ( x > 9 ) 
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und es geht daher das Resultat der Gleichung 10) über in: 


n —2 
4 


11) F(x) = cotg^-f-2 (j) 

1 

ß) Für rc = 4p ist: 

>' n n 

t - 1 r - 1 2- 1 

^ 'P( x >9)= Y + 2 'K^öO- 


-+1 


Das Mittelglied gibt: 


e XTZ^_ e —X- 


und der letzte Theil der Summe kann wie früher behandelt 
werden, nämlich: 


2“ 1 


--hl 


Y +(^)=Y = Y — <j)= Y ^ x,ä ^' 


daher ist: 


2 1 


^ = V *(*,</)• 


T - 1 


Mit Berücksichtigung' der letzten Gleichung erhält man aus 
10) für n = 4p: 


T - 1 


1 ff e 2CT_|_l 

12) = 2X‘ ,1^=T [COtgwa?H - * (x> 9)] - 


Dabei ist durch den Ausdruck bestimmt: 

_ l y (c 2TO> - g —e- 2 ^ ) ' i ,)-t-2p g sin(2a?ff Pg ) 
V ^ >./) e 2xizl u -I- e _2r7rX s —2 cos (2a?np ff ) 
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. . 2 an 2qn 

la = sin : p g = cos . 
y n 1 v n 


Um einige specielle Fälle zu berechnen, setze man in 
Gleichung 11) n = 6 und in Gleichung 12) n = 8, so folgt: 

F (?) = Jzä — [ootg »mh-2 * (a?, 1)] 


2a? c 6a? ä 
2 ;r_ 1 _ 

1T — IT 


. 2tt 1 , 7C 1 

X, =sm- r = -l/3; Pl =cos-g- = - 


daher: 


34» (*I !) 


j/3 (e OT ^ 8 —g—'c-Ks j_,_2 sina?7r 
- e —xiY», -2 C0Sa?7T 


Dies beachtend, geht die vorige Gleichung über in: 


1 


1 G —a? ß + 2 6 —a? 6 ^ 3°—a?° ^ 4 6 —a? e 


1 


2a? 6 6a? 5 


cotg 7ZX -+ 


|/3 (e XK ^ s — e~ X7: ^ H ')~\-2 sin xn) 


ßXiz/s^g- 


5=1^3- 2 


COS077T 


Für n = 8 gibt die Gleichung 12) 


1 7r z> 2 tt.T 3 | 1 

^O) = ö^8 — 8^7 [ COt 8' **+ ^ZIl ^ 0> Ol* 


2a? 8 8a? 7 

In der Function <p (a?, 1) ist: 


, . 2ö7T . n 1 77 1 

Xj = sm-^- = sin^= 2 - 1 / 2 ; p, = cos — = — j/2 


und 


daher: 

F(a?) = 


ai , ^ l/ 2 (e^ 2 —e-^ 2 )-+- 2 lA 2 sin(a??r^ 2 ) 

“ V C *’ } “ e^V^e-^-2 COS(a?7rl/2 ) ’ 


' I8_a.8 ^ 2 8 —a? 8 3 8 —a? 8 4 8 -a? 8 


1 7T 

2 a? 8 8 x 7 


cotg KX H- 


l3ffK h- 1 \[2 (e rj - —e~ a -h 2 sin a 


e 2xiz — l e a_^_ e —<x - 2 C 0 Sa J 


Dabei hat a den Werth: ct = xn |/2. 
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Werden nun die Gleichungen 1) und 2) zuerst mit x n ~ l 
imiltiplicirt und sodann nach x zwischen den Grenzen 0 und x 
integrirt, so entspringt die Gleichung: 



1 


2 n — x n 



x n ~hlx 


[S n x n ~ ] -hS> ii X' ,l ~ 1 -\~S^ n x^ n ~^ -\-S in x in -' 1 


0 * 


. . . ] (Ix. 


Entwickelt man die Integrale linker Hand nach der Formel: 


f £ x n ~ x , 1 , f, x n 

| - dx — -lg 1-., 

j p n — x n n V p n J 


so folgt nach Ausführung der Integration der rechten Seite der 
Gleichung: 


1 ( rvM f .-i*n ( ( 

■ - IIs(i-'f) ^ I .‘-fJ +' e l 1 -^) +1 H> 


x n 

^.h 


- S n x n -+- ~ S ln x- n -+- P S :iH x' in -+- 4- S in x in - 
n 2 n on 4 n 


■ = ?(*); 


oder 



II sin (ccne n ) 
o 

wenn für y(x) der Werth aus Gleichung 7') substituirt wird, fehlt 
oder wenn man von der Gleichheit der Logarithmen auf die 
Gleichheit der Grundzahlen schliesst: 

n-1 

II sin(^?7r^ n ) 
0 _ 

— X n K n 



n 



4sin 2 7r# II [e 2xn/ g~ —2 cos (2xnp g )] 

_i_ 

{2x7l) n 7 


Sitzb. d. mathem.-natunv. Cl. LXXXVIII. Bd. II. Abtli. 


39 
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welch" letzterer Ausdruck unmittelbar aus Gleichung 7) und 8) 
hervorgeht. Wird zur Abkürzung 

Ä) f(x, (]) = e 2x7zl g-^e-‘ 2xizl g—2 COS (2 XTCp g ) 

gesetzt, so ist die letzte Gleichung in ihrer einfachsten Form: 


14) 



1 


x n n ^ 4 sin *nx 
g n JJ ( 27ix) n 


n 

i— 1 


n f&y)- 


Um die Anzahl der Substitutionen auf die Hälfte zu redu- 
ciren, mögen wieder die zwei Fälle unterschieden werden: 

a) n = Ap~\~2 und ß) n = 4 p. 

n n —2 n 

— —1 —- "2 1 

«) n /■(*» y) = n 9) • n 9) 

1 1 ?H- 2 

4 

n —2 «+ 2 «—2 —2 

= n f( x > 9) wt s) = n f(x, &). n /■<>>! —#) • 

1 1 1 " 

Nun ist aber 
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ß~j n = 4 p. Für diesen Fall lässt sich das Product folgender- 
massen uniformen: 


■2 1 


7- 1 


n f( x ’ ( j) = n ft) -f( x > 4) • n /■(*> a) 


7 + ’ 


4 1 


-+1 


— n f( x >9)-f( x >' n /(' r ?//)■ 

1 * 

Nun ist der letzte Factor: 


7 +1 


n f(*’ ff) = n —ff) = n r(*> <a 


daher: 


n f(*> 9 ) = («”—«-**)*[ n /■<>> </)]*• 

1 1 

Aus diesem Grunde erhält man aus Gleichung' 14) 


4 1 


co , 2 sin nx {e~ x — e~™) II f{x,g) 

16 ) n(l-y= - n -- in-4p. 


(2 xn) * 




Durch Substitution von — statt # findet man aus den letzten 

71 

zwei Gleichungen die Resultate: 

n —2 

°° . 2 sin# II 7 d) 

17) fl fl_] = 1 _fürn = 4p-h 2 

1 l C/ n 7Z n ) JL 

7 (2a ) 2 


4 1 


18) 


2sin#(V—e—*) n f(^,g) 

=--; für n = 4p. 


(^) 2 

In 17) und 18) muss —7r<#<-h-7r sein. 


39 * 
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Als Anwendungen der Gleichungen 15) und 16) mögen 
einige specielle Beispiele Platz finden. Man setze in 14) n = 4 
und in Gleichung 15) n = 6 und n = 10, so folgt nach kurzer 
Rechnung: 


(’-SH’-fN’-fK 1 - 


4 ^ 2 sin kx (e x ~—<?~ ;:r7t ) 

(2xk) 2 


sin kx (e :C1 ^' 6 -+-e~ x ^ s —2 cos nx) 
4 X Z K 6 


10 


X 

3> 


2 sin*. I ,f cos K(-l +^)j 


(2xxy 


? T^o-2^5_,_ e -Y^io-2K:._2 cos j^(l-t- /5 


In Gleichung 16) w = 8 gesetzt, gibt: 


2 sin7r# 
(2#7t) 4 


(e x> - — e~ :c ~) ( e -+- <? — 2 cos |/"2). 


Ersetzt man in Formel 13), welche einfacher geschrieben, 
folgende Form annimmt: 


nl 


a?M" 

cj n J. 


x 


x durch ~, so folgt: 
2 


°° ( x n y 
II l. 2 n g n ). 


n —1 2gn£ 

TI sin(a?7re~M~) 
_0 _ 

(, XK ) 7J 


V • (XK 2 Jj±\ 
n sin — e n ] 
o V 2 


fx ff\» 

\2 
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Durch Division dieser zwei Gleichungen ergibt sich: 





’2gxi 

71-1 sin (xne » ) 

n v J 




nachdem der Sinus im Zähler durch Functionen des halben 
Bogens ausgedrückt worden. Das letzte Product kann jetzt auf 
nachstehende Form gebracht werden: 



2 2 

= n c ° s [V ä ~)' n cos i— e » 


dabei ist 


= n Pg 


[XK [XK 

Pg — COS 1^— e n y cos I — e n 


Pg } das Product der Cosinuse, lässt sich folgendennassen 
darstellen, wenn dieExponentialfunctionen durch trigonometrische 
Functionen ersetzt werden. 


^ XK 2 (iK 

Pg = COS — COS 


. XK . 2 ( 1 K 
*-ö- sin-*- 
2 n 

(xk 2 hk .xk . 2 qk 

cos — cos —- i~sm -Z— 

v 2 n 2 n ) 


1 


2 


f 2f)K\ (. . 2(J7l) 

cos xk cos j h- cosj^a?;: sm 


= 4 


2giz 

XTzsin— _ he - 


2g~ 


-2 cos (xk cos 





o>(x,g) 


**(x,g) ist durch die Gleichung definirt: 

P) o) (x, g) = e xlz) '9-^~e~ xltl 9~\~2 cos (xKp g ). 

lg und p g haben ihre frühere Bedeutung. 
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Es ist demnach der Werth des unendlichen Productes: 


“W n »<*/>■ 


Zur bequemeren Berechnung mögen auch hier die zwei Fälle 
unterschieden werden: 


x) n = 4pn-2 ß) n = 4 p 


«) Es ist: 


J1 " Oi g) = w 0*> °) II w O» </) II «(*» a) 


=« («»o) n w o*> A') n»(*» 9 —g) 


Wie früher hat man: 


^ n — ^g 


P n — Pg 
— ~9 


und wie leicht einzusehen ist auch: 


»(*»-5-—.jr) — w (ar, flr), 


wenn in Gleichung B ) statt g. . . - g gesetzt wird, daher folgt: 


H on x,g) = w(ar, 0) . JJ w (x, g) 
0 L 1 

o>(a?,0) = 2 (1 h- cos O/'tt); 
dies beachtend, gibt Gleichung 19) 


(2äh-1)* 


* flH , . 

= M cos y 11 
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20) ni‘-(2^piy. 

flir n == 4p-i—2 


2 II w ( x > 9)> 


ß) n = II 0 >(x,()) ~) fl <*(x,g) 


4 1 4 1 

: « (.v, o) w (x, . n«(*, a) n«o> 4 -.?)• 


Das Product der ersten zwei Factoren ist durch den Aus¬ 
druck gegeben: 

f ^ , n \ A 2 X71 ( — - —)* 
oü (#, 0 ) w (a?, -j-) = 4 cos* — <? 2 h -0 2 I 


also ist: 


J| w (#,</) = 4 cos 5 


£ 2 H-e 2 


n “(*>0) 


Die Gleichung 19) geht somit für n = 4^ über in: 


•»— 


21 )I1[1— ( 2 —x yJHyJ cos ” 2 " 2 ) n «(**)■ 

Durch Substitution von n = 6 und n = 8 gehen aus den 
letzten zwei Gleichungen nachstehende specielle Resultate hervor: 

h-4) (i-Älfi-Äl fi-Äl. 


1 Xä — j/T7 _-i/r „ 

= — cos — {c-i* ‘’-v-e 2 f 2 cos —) 


1-^ 1-^1-^ 1 


^ .ttc xk 

= ^-cos'-^ ('eT-t-e - T) ( 


8 2 


it'il ^7L / Y^ / 7T 

(eT-\-e~~T) (eH~Y iJ -j-e~TV---+-2 cos — |/2). 
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Nimmt man von den Gleichungen 19), 20) und 21) die natür¬ 
lichen Logarithmen und bildet die Differentialquotienten nach x 
so folgt: 


n 

T- 1 

= n lg — -+- lgw (x, tj), 


und 


— 2nx n ~ 1 


\_l n — x n 3 n — x n h n — x il 7 n — x n 


V w '0> 0) _ V / \ 

0 i.) 

dabei hat 'o(x,g) den Werth: 

( e-**,)— 2p, sin (xnp g ) 

K , J) e „■^ er -m r+ _2 cos 

also folgt für die unendliche Reihe, bei welcher im Nenner die 
rcten Potenzen der ungeraden Zahlen Vorkommen, der Werth: 

OON 1111 

22)-1-1-1-u 

' l n — x n 3"— x n b n —x n 7"— x n 

n ^ 


2 nx 




ebenso findet man aus 20) und 21) für >* = 4 />-h 2 und für n = fy 
die Resultate: 


23) 


1 


l n ~x n 3 n —x n 6 n —x n 7 n —x n 

n —2 
4 

= 2n^ [tg lT- 2 Z<*’^ 

1 

n 

T- 1 

n xn e m —1 0 V / m 

— 2nx n - i ^ S 2 2 2j ri(x >^ 


24) 
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Für n = 2 und n = 4 gehen aus der Gleichung 22) die 
bekannten speciellen Reihen hervor: 


1111 
IWT 2 -+■ 3*_a.* ■+■ ^—x % + 7 2 —** 


7T J 377T 

+ ‘ _ 4^ tg T 


1 1 1 1 K f XK e xiz —1) 

lC^* + 3W + 5W + 7W + '—8^"H 8 V~ ^WlJ 

und für n = 6 und ?i = 8 geben die letzten zwei Gleichungen die 
bemerkenswerthen Resultate: 

1111 
l 6 —a? 6 + 3 6 —^ 5®—a? 6 7 6 -a? 6_H ' 


7r _ ra: 

= m 5 tg T ~ 


/3 —e 2 T 3 )—2sin 


e a V 2 V 3 -i- 2 cos ^ 


1111 
IW ^ 3 8 —a? 8 ^ 5 8 —a? 8 ^ 7 8 —' 


TT X7x e C7Z — 1 

= IW g 1 ^W"‘ /2- 


<? ^ - —e l ^ - —2 sin ^a?7r 


IW ° 2 «»-Hl ' „|/I i/T / 

K 2^ 1/ 2 _^_2 COS \^XK 

Es ist ferner nach Gleichung 10): 

F (x) — 1 i 1 I 1 i 1 

W l?i — x n 2 n — x n 3 n — x n 4 n — x n ' 


2x n nx 


~ |>Otg KX -H ^ <P (x, (j)) 


und wenn statt x gesetzt wird, so folgt: 

u 


1 „fx 


F NT = 


2 « I 2 J 2 n — x" 4”— x n 6” 


2x n 2 nx 


^[cotgy-H 2'Kf.S)] 
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Durch Subtraction der letzten Gleichung von 22) ergibt sich: 

1 _1_ _1_1_ 

l n — x n 2 n — x n 3”— x n 4 n — x n 


X «(».#)!■ 


TT r , 7T# 

^=l[ cot 8 - ^ 




2a? 71 2?207 ?l—1 i.sin xk 


Y ä'Ky» a)—« (*,<))] 


Die Functionen p und •<? sind durch den Ausdruck bestimmt: 

x_ *,(e*—<r-*)-t-2p, sin ß 

r v 2 7 J) c *-^ e —* — 2 cos j3 

, X _ *,(«»—«-)—2p, sin/3 

‘' ’ •!' e' x -he— c '-h2 cos |3 

Dabei haben a und ß die Bedeutung; 

a = a?7rX^ und ß = XKp g 

Für die Differenz dieser zwei Functionen erhält man: 


,iu \ , v *±p g ■ -I-C 


4p^ sin ß (e*-he~' J )-h4), g cos/3 (e?*—<?~ a ) 
(e rj --\-e ~‘*) 2 —4 cos 2 /3 


sm I^XTcpg h— sm (^077rp^- 

g&xTZLg _|_ ß-zx^g —2 cos (2o?arp^) 

Es ist somit der Werth der Beihe mit regelmässigem Zeichen¬ 
wechsel durch folgende Formel gegeben: 

25^ _1_L_ + *_I_. 

\ n — x n 2 n — x n 3 n — x n 4 n — x n 


1 7T f 1 


2x n nx n 1 L^in X7z 


•Y 
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wobei abkürzend 


<?(*) = 


«*’"-»sin (xnpg-+- -^)-t -e~ X7tl s sin (xnp g — —) 
e 3 *"'';-he- im} -!>—'2 cos (2 xnp f ) 


gesetzt wurde. 

CG 

Wird ferner in Gleichung 11) x durch — ersetzt, so ent- 
springt die Gleichung: 


JL 1 " 

2 n 2 J 2x n 2nx n ~ 1 


cot %ir + 2 Z 


* fr -4 


für w - 4 /m-2. 

Zieht man das letzte Resultat von Gleichung 23) ab, so folgt: 


26) 


1 


1 


_ ß-n 2 n _ x n 3 W _ x n A n _ x n 


n —2 
-1 


1 TT 

l y 

( . f 0? ) , J 


.sin xn Z-j 

j t [-2 ,<J9)\ 


1 


2x n nx"~ l 


— -h4 

sin xn 


Z 00*0 


, n = 4p-^-2 


Durch dasselbe Verfahren gibt Gleichung 12) in Verbindung 
mit 24) für n = 4p nachstehendes Resultat: 


1 


1 


1 


1 n x n 2" — X* 3™ — X n 4" X 


-+-. 


4 

1 n [ 1 2e™ . V n/ \ 

- »— H-r I .- I --— -1-4 / (4') 

2x n nx n ~ l Lsm nx e lm — 1 2_j v ' 


27) 



Mild ne r. 
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Specielie Fälle: Für n = 4 gibt Gleichung 25) 


1 


1 


l 4 —2 4 —a? 4 3 4 — x" 4 4 — x A 


• * * - /, I Ä Q 


2# 4 4# 3 Isin kx e xlz -\-e 




Für n = 6 und n = 8 erhält man aus 26) und 27): 


und 


1 


1 


l 6 —2°—a^3 6 —a? 6 4 6 —# 6 

ara . X7t 

^ f/är ■sin[^(3^-h 2)]-j-6~T/ :i sin [—(3#—2)]- 


1 


7 + 


__1_ rc , ^ 

2x ® 6# 5 (sin rar 


1 


3_|_ xn)f 3-2 COS KX 

1 1 


l 8 -^ 8 2 8 — x 8 3 8 —x 8 4 8 —, 


x 


4-. 


=_L+jlLI 


2# 8 8a? 7 (sinTr^r £ 


i £7Z y>—X* TC 


—h4 • 


«H f' 7flm[i(2a^ 2 h-1)]h-c _ x "^ 7sin£ (2af 2— 


1 )]; 


2 — 2 cosfcwr/2) 


II. 

_ Es ist nicht schwer, die analogen unendlichen Reihen und Produete auszuwerthen, wenn im Nenner x n 

durch —a?" vertreten ist. 
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Für diesen Fall hat die Reihe die Form: 


1) ^ 00 \ n -\—x n 2 n —i—x n o n -\-x n 4c n —j— x n ? 

für [x] < 1 und n = 2 r. 

Man drücke die Glieder dieser Reihe durch Potenzreihen 
nach x aus, so hat man für alle x, deren absolute Beträge kleiner 
als 1 sind: 


1 

1 

1 _ 

x n 

x 2n 

__j_ 


1»-Kr" 

— 17 


1» 

J2 n 

]_3 n ^ ’ 

_ 

1 

1 

1 — 

x n 

X 2n 

2 2n 

X 3w 
_ 1 _ 

1 

2 n -+-x n 

— 2“ 

¥ 

2 3 ” ' 

J 

1 

1 

1 _ 

X' 1 

x 2n 

x in 
— - 1 

- 

3 *+®* 

3»" 


¥ 


3 3 " 



Dieses System von Gleichungen gibt durch Addition ver¬ 
einigt : 

2) F(x) = S n — So n x n -hS 3n x 2n — S+ n x* n -h . 

Dabei ist wie früher: 



Setzt man in die Potenzreihe für lgF(l— x) anstatt x. . .xen 
so folgt: 

-i T.i ^ 2tu 2. 1 47ti 

3)lgT(l— xen') = Cxe~n-±- g S z e~^x 2 -\- - S 3 e~x s ~{- g S^e^x^-h ... 

= B 1 x-hB z x 2 -hB 3 x 3 -hB Il x it -h . . . = f(x) 

Es ist nach dem Vorhergehenden: 

?i —i 

«) B, l x n -t-B 2n x- >l -hB in ar ,n -j-. .= — y f (xe « ) 

0 

und wenn für die Coefficienten B n) B 2n , B 3ny u. s. w. ihre Werthe 
eingesetzt werden, geht die vorige Gleichung über in: 

?(&) = — (e» J 5,^-1- ^ \e n ) S> n x 2n -h — [eH J S 3n x* n -h ■ 
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oder: 

4) f (x) = — i S n x n + ^ S 2n x 2n — ^ 6Wr 3ji -+- i_ . 

und nach Gleichung a) ist: 


n —1 , 

1 ™ 1 n 1 2^+1 
5) f> (x) = — 1 8' r (!—• e K ) = — 1 g n r (!— ne n "). 
0 0 

Wird in den Gleichungen 4) und 5) x durch — x ersetzt, so 
ändert sich der Werth der Function y(x) nicht, da n der Voraus¬ 
setzung zufolge eine gerade Zahl bedeutet und es ist somit: 

f(—X) = <f(x) 


oder auch 

1 »— 1 2 h-i 1 n ~ l 2^+1 . 

f(x) = — lg J] r (1 -i-xe n *) = — lg U r (1 — xe n *') 
n 0 » 0 

woraus unmittelbar folgt: 

1 2 <7 4-1 , 2 <7+1 

2 f (x) = -=- lg T (l+xe~' m ) V(\—xe~™) 


und nach der Formel: 


r(i-nx) 


r(i-x) = 


7tl 

sin 


wird aus der vorhergehenden Gleichung: 


6) 


u n 


2^-f-l 

xne n \ .i w *' 
2 ^+ 1 • 

sin n w ). 


Das Product der Exponentialfunctionen im Zähler kann leicht 
berechnet werden. Es ist nämlich: 


2 <7-1-1 „ TW 

n Ä -|im‘ (14-3-f 5 -K • .+n— 1 )— »" • — nui 

en'=e vl J n = e n =. ß 


cos W7T-HZ sin m 


= 1; vermöge n = 2r. 
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Dies berücksichtigt, gibt Gleichung 6): 






11 ~ n — A , . 

TI sin(#7r<? n 

ö 


Man setze für den Augenblick zur Abkürzung: 


n ~ 1 2^+1 . 

p=n sm ^ w ), 

0 

so lässt sich dieses Product folgendermassen zerlegen: 


2 2y + j _, n ~ 1 2y+3 . 

P= J| sin(a?nr^ « **) J| sin (xne n *'). 


Der zweite Factor lässt sich also umformen, wenn die Sub¬ 
stitutionen in umgekehrter Ordnung ausgeführt werden: 


J 2g+l . " 2n—2g— 1 . 

[] sin (xne * rti ) = J| sin(o?TO » ™). 

n —1 0 

P ist somit durch das Product gegeben: 


2*+l • 


2 n — 2g —1 


P= JJ sin (xne n ') sin (xne n **■). 
o 

DieExponentialfunction im zweiten Factor ausgerechnet, gibt 

- 2 £r-'. n t 2ry-f-l . . 2g-hl 

e n = e n = cos —-7i— I sin —- n 

n ii 

desshalb erhält man für P: 

n 

-1 

2 

P = IJsin 


2a~\-l . . 2a-hl. 

XK COS —- TC-t-lXTC Sin —— 7T 

11 


sin 


2öh-1 . . 2(f-\— 1 

07^ COS —- K - IXTt Sin — -TT 
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Wird das Product der Sinuse durch die Differenz zweier 
Cosinuse ersetzt, so ist P durch den Ausdruck bestimmt: 


P— II | cos (2o?7risin ff) — cos ( 2xn cos tt)| . 


Der erste Theil der Differenz, durch Exponentielle aus¬ 
gedrückt, gibt: 

/ 0 . • 2(fjr-hl v 1 / 2:ctc sin^^ it —2.^sin^Ünv 

COS (2#7U Sill — -TT) = — (<? « -+-e n ) 

n l ' 

also ist: 


D n ^ j 2*ic sin?£t? n — 2xir sin^^Tt 9 / 9 2 </-hl N 

P = || -J- je 7» -he » — 2 C0S(2#;r COS— k j 


D) P = — J| cos (2tf*p,)} 


X- und p, sind durch die Gleichungen gegeben: 


. 2?h-1 

n •' _ 


2<(/-hl 


X^ = sin —-7r und p g = cos —- tt. 


Durch Substitution des Werthes von P in Gleichung 7) 
erhält man: 


7') 2p(#) = lg(2#7r)-lg J| {e 2xnl g~he 2xu/ g —2cos(2a77rp^)}. 

11 0 

Durch Differentiation der letzten Gleichung nach# ergibt sich 


9a , M = JL_ V g-*"*,)+2p, sin (2xnp g ) 

• ' x n /-j i— - ;1 ~ > ä r —2 cos(2a7<rp y ) 


1 2t: 


^ wh,,r/). 
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Die Function o> unter dem Summenzeiclien ist durch den 
Ausdruck bestimmt: 

. OJ (r ,.\ = X,^r-er-***-,)+2pjAn(2xK Pt ) 

^ V).// — e -- XKI s —2 cos(2.r7rp ? ) 

Aus Gleichung - 4) folgt durch Differentiiren nach x und 
nachheriger Division durch — x n ~' alsogleich; 


y'O) 

x n ~ l 


F(*) = - 


1 

2x tl 




0 

nachdem der Werth für den Differentialquotienten f'(x) aus der 
vorhergehenden Gleichung eingesetzt wurde. Es ist somit: 


8) F(/e) = _ _1+j;_ i ^ oj (*, <]). 

o 

Durch nachstehende Umformung soll die praktische Aus¬ 
rechnung von F(x) vereinfacht werden. Man unterscheide wieder 
die zwei Fälle: 


a) n = 4:p und ß ) n = Ap-\-2, 

Im ersten Falle kann die Summe folgendermassen umgestaltet 
werden: 


Yj w ( x > fl) = ^ w O, g) -I- ^ w(a?, g). 

0 0 n 

7 

Der zweite Theil der Summe kann gleichfalls auf eine andere 
Form gebracht werden, wenn man die Substitutionen in um¬ 
gekehrter Ordnung ausführte. Es ist dann: 

n n i 

T T“ 

V OJ (x, g) = y oj (x, ~ — g— 1); 

n ^ 0 


isitzb, d. mathem.-naturw. Gl. LXXXVIII. Bd. IT. Abth. 


40 
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daher: 


-i 1 


2 w (*» ( j) = 2 Y — <7 —!)]• 


Es lässt sich leicht zeigen, dass die Functionen in der eckigen 
Klammer einander gleich sind. In w (a?, g) erscheint g nur in \ 
und in p g . 

ix 

Durch Substitution von (-^- g —1) statt g erhält man: 


\n = sm 

- q —1 

2 y 


. n — 2q —1 . 2</-h1 

in- ■! - n — sm -si- 




und 




-^-1 


—2 (j —1 2q-\-l 

= COS --- TT = - COS —- 7 T = - p g . 


71 

Dies beachtend, geht w (x, - g —1) in w (x, g) über und 


es ist: 


T- 1 


V u ( X , (J ) = 2 ^ w(*,0), 

0 o 

daher gibt die Gleichung 8) für n = 4p: 


1 2?r V 

9) F(x) = - 2 ~ + — ? .9) 

0 

ß) für n = 4p-i—2 zerlege man die Summe, wie folgt: 


T- 1 


X w O, 9) = X w 9) + 2 w (*> ^X")- 

o o ?r? + i 

n _ 2 

Der Werth von t» (a?, - ) ergibt sich sofort aus Gleichung Ä) : 

f n —2^ _ c’-'+ö-“ _ e 2xlt -(-1 
w ■ ’ 4 ' e**—e — -“* e'- m —1 
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und der zweite Theil der Summe kann auf die Form gebracht 
werden: 


V <■>0> g) = £ n -*) = y w O,sO 


also geht die obige Summe über in: 


Z“ ( " 


e'- 1 


2 w (‘ v > ( J\ 


und man gelangt für n = 4;?-h 2 zu dem Resultate: 


10) F(x) = ~2 


1 re 


a? n ?za? n—1 Ltf 2a;TC —1 




Specielle Fälle: Für n = 2 gibt Gleichung 8) die bekannte 
Reihe: 


2*-Fa? 2 3 2 +o? 2 4 2 +; 


1 tc e 2xK ~i-l ' 

2a? 2 2a? e 2x ' n —1 ’ 


und für n = 4 und = 6 folgen aus Gleichung 9) und 10) die 
Resultate: 

_1 1 1 1 

l 4 n-a? 4 H ~ 2 4 +a? 4 -l ~ 3 4 +a? 4 + 4 4 H-a? 4 H ' 

1 ff |/"2 — e —xK\f '2 _)_2 sin {xk \[ 2) 

2a? 4 4a? 3 —2 cos (a?ff |/"2) 

1 1 1 1 

l 6 -f-a? 6 2 6 -i-a? 6 3 6 -na? 6 _t ” 4 6 -f-a? w ’ + ~ 

_ 1 ^ ff je 2CT +l + « 1 ''— e —: oi_j_ 2[/3 sin (a?ff|/'3)1 

2a? 6 6a' 5 La-™—1 cos (a?ff |/'3 ) J ‘ 

40* 
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Werden die Gleichungen 1) und 2) mit x'"- 1 mnltiplicirt und 
sodann zwischen den Grenzen 0 und x integrirt, so folgt: 


1 

1 

j 


2 n H-0?" 


+ o» , „* _l ~ ' 


x n -'dx 


= [Sn#”- 1 SonX-'^-hS-inX^ 1 - 1 S in X l,! ~ 1 -+- . . . ] (Ix 


oder nach Ausführung der Integrationen: 


»V* J 

= \ SnX "~k SinX2n ^ T SinX * n ~ i Si " xiH+ • • = -?(*) 

oder nacli Vereinigung der Logarithmen in der Klammer unter 
Berücksichtigung der Gleichungen 7) und D) 


n —1 2g+1 . 

J|sin(^7r^ w " , ) 


Es ist nämlich nach D): 


P = II sin [ccne » ) = [■^J ü 5Ü 


wenn die Function f\x 7 g) durch die nachfolgende Gleichung 
erklärt wird: 

f(a 7, g) = ^ 1 _^ 2 jeiex^— 2 cos ( 2 a? 7 rp^). 

Übergeht man von den Logarithmen auf die Grundzahlen, 
so folgt alsogleich: 

n 

2 

IY „V/tV *.»V „n\ 12 n /*(#> ff) 


/y*fl syi/t /y*'& /y»/t' 

11) 1-h Y 1-+-J- 1 + r 

' LI l n A 2»A 3»A 4 m 


(2#7r) n 


Dabei liegt a? zwischen h- 1 und —1. 
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Um die Anzahl der Substitutionen zu vermindern, sollen 
abermals die zwei Fälle a) n = 4 p und p) n = 4pn-2 unter¬ 
schieden werden. 

a) Für n = 4 p kann der Zähler in folgende zwei Producte 
zerlegt werden: 

n n n 

- 1 - 1 -] 

2 4 2 

n /x»> (i) = n f(. x > d) n /■(*» #)• 

0 0 n 

T 

Der letzte Factor lässt sich also umgestalten, wenn die 
Substitutionen in umgekehrter Ordnung geschehen: 


n f( x > o) = n /■»> J —a —o = n /■(*> o ); 

0 0 
T 

denn g kommt in der Function f(x, g) nur in = sin ^ 

und in p a = cos tt vor und es ist bereits von früher her 

1 n 

bekannt, dass \ n — l g und p n = — p g ist, desshalb geht 

—— 9 —1 —— 9 — ] 

11 

auch die Function f(cc, — —g - 1) über in also hat man 

für das Product: 


n =[ n f(*> ( j)f 

0 0 

und es nimmt die Gleichung 11) die Form an: 


i 1 


4" 


n ff), 

0_ 7 

n 

(2a?7:) 2 




für n = 4p. 

ß ) Für = 4p-f-2 kann der Zähler in Gleichung 11) in 
nachstehende Factoren zerlegt werden: 

n ^ n — 2 ^ n 1 

n f(*,ff)= n n /x^)- 





Mil du er. 


Der mittlere Factor ausgerechnet, gibt clen einfachen Werth: 
f[ x >~ T~] = (e xv —e- xr f 


und der letzte Theil des Productes kann ähnlich wie vorher 
umgeformt werden: 


n t\ x ,y)= n f( x > v — i J — 1 ) = n f( x ’ 9 ) 


daher liefert Gleichung 11) das Resultat: 


/vtil sy»1l /ytll syt fl 

13) l + ±- 1-hJ- l + £- 1-H?- 

’ \ 1» J l 2 H ) l 3"Jl 4“. 


n 


(2xn) 2 


Durch Einsetzen von w = 2 in Gleichung 11) findet man das 
bekannte Product: 


1+ p ‘-s* '■ 


Aus den Gleichungen 12) und 13) folgen durch Substitution 
von n = 4, n = 6 und n = 8 noch die Resultate: 


1 , a? 4 ) f, ar*U ar*V 1 a ? 4 

1 + j 4 j ( " + " 2»J 34 J 44 


= li 008(^2)] 


1 a?«)f, «•]!. a? 6 )f\ a? 6 

1 + r«J l 1 ^ 2 ®J I 1 + 3»J l 1 4® 


8a? 3 7i 3 


^—2 cos(a?7r|A3)] 
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= fg - 4 i (g aTC -j-g~ aTC —2 cos bn)(e b7: -\-e- blz — 2 cos«;r). 
Dabei ist: 


a — ic]f 2—/2 und 6 = # [/2 h-^2. 

cc 

Substituirt man in Formel 11) statt a?. so nimmt das 

Product die Form an: 



X n K n 


n i 

Bei dieser Umformung wurde [J f(x 7 g) vermöge Glei- 

0 

chung E) durch den Zähler des Bruches in der letzten Gleichung 
ersetzt, nebstdem kann 11) in folgender Gestalt geschrieben 
werden: 



2 


n— 1 2^-M 

II sin {xKe~^T 
o 




X n K n 


Durch Division dieser zwei unendlichen Producte entspringt 
die Gleichung: 


14) 



Ich setze zur Abkürzung: 


n —1 

P = J] COS 
o 



2g+J 

e n 
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so folgt: 


2 1 


~ (XK 2 JL±l lzi ] “ (XK ^±1^) 

= n «»[t* • J ll cos [^- e M J, 


wenn die Substitutionen beim zweiten Factor in umgekehrter 
Ordnung vorgenommen werden. Letzterer lässt sich auf nach¬ 
stehende Weise umformen: 


(XK 


n cos hr* w 


71 — 1 


\ * 

= n 

* n 


(xk 2 JL 
cosl-^-e » 


"„ (xk _ zl+} 

= n cos |^-e . 


da e n = 1 ist, also hat man für P den Ausdruck: 


n (xk (XK 2 J±1 U A 

P = J| COS ^ n J * COs[ — n J 

T~ l 

n 1 r / 2gr—(-1 N . 2«+l „ 

= || [cos (a?7r cos -7t)-hcos (ixk sin — -«■)] 


COS 


2<7-+-l 1 . i£±i, 

-tt)h- e XT ’ sin » 


= (i]“[ c ° S 0 

= \e xlzl o-he~ XKl 9-h2 cos (xKp g )\ 

hier haben l g und p g ihre frühere Bedeutung, nämlich: 

i • 2 ^h- 1 -j 2g-\-l 

1 „ — sin - k und p Q = cos — - k 

u n n 

und Gleichung 14) gibt das Resultat: 

15) 


2 * +1 


'L x n \ 

x n 

1 H~ n — 

x n " 



LI i n ) 

l 3 n ) 

l 5” J 

ln 

v < y 





n K^#); — \cxc-\-i. 
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p(v,(j) ist durch die Gleichung bestimmt: 

p (#, (j ) = i-2 cos (anp g ). 

#) Für )i = ist: 

n i ?i—2 ^ u ^ 

ntM= n n 

0 0 »—2 

—+ 1 

Für das Mittelglied im Pröducte erhält man den Werth: 
p | cc } n j = e xlz -\-e~ XJi ^t-2 


und der letzte Factor kann ähnlich wie in den früheren Fällen 
umgestaltet werden, wenn man von rückwärts zu substituiren 
beginnt. Es folgt dann: 

?— 2 +i 2=?_i 

4 ' 4 4 

11 

n 'p( a? ;</)= n k*» 2 — y- 1 )= n 

n 0 ^ 0 

-1 

2 

weil 

a n — und p n ■ pg 

_ g 1 - J 1 


ist, daher geht die Gleichung 15) über in: 


= ö- (e 2 -i-e 2 ) |] ’K X , 9)- 


ß) Für n = 4p hat man: 


2 4 2 

n n n 

0 0 n 


-1 
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Der zweite Factor kann wieder auf die Form gebracht 
werden: 


n i o></)=n f- =n k*>9) 

n 0 0 

T 

Dies beachtend gibt Gleichung 14) für n = 4 p 

Für n = 2 findet sich aus Gleichung 14) das bekannte 
specielle Resultat: 




2 ft7C tfTC 

= 9 - (« ¥ + 7 ) 


und für w = 4, w = 6 und n = 8 gehen aus den letzten zwei 
Gleichungen noch folgende specielle Ergebnisse hervor: 




=1 


-4—2 COS#7T 




1 xtc :c7i *7t xtz 

= g-(e^+e 2 )(c2 -+-e 2 h-2 cos — |/3) 




= ^ (e an -i-6' _a, '-t-2 cos 6.) (e fe -+-e- 4,t -i-2 cosutt) 
Dabei haben a und b die Werthe: 


« = 4 f 2—/2 6 = ^ f 2 -h/s • 
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Nimmt man von den Gleichungen 15), 16) und 17) die 
natürlichen Logarithmen und differentiirt dann nach so ist: 


2 
und 


'“.1 =ralg ^‘ + ' 2 lg ^^ r/ ) 


2 nx n 


1 

1 

l 

I j 

1 

[_ 1 

_1 

1 

S n -hX il 

b /l ~hX n 

7“-f -x n 


folglich hat man für die Reihe in der eckigen Klammer: 

1 1 1 1 = 7T 

) 3 n -\-X n O n ~\~X n l n ~\~X n ** 2 1lX n ~ 1 

wenn der Bruch 



•f (^.v) 

'p o> </) 


* r ‘(v>ff) 


gesetzt wird, und yj(x, g ) ist durch den Ausdruck gegeben: 

r / a) = ^(g” > -»— er**-,) -2 Pg sin (xnp g ) 

'' , J ) e xn) ff-he- XK \-h2 cos (xnp g ) 


Ebenso gehen aus den Gleichungen 16) und 17) bei ähnlicher 
Behandlung die Resultate hervor: 


19) 


f- — 


1 


l“-+-a?” 3 ,l -t-s“ 


7«. 


n —2 
__ 


2?aa? H ' 


71 —1 vc 

—^ r,(x,ff 


20 ) 


71 



7t 

nx n ~ l 


0 


Formel 19) ist gütig für n == 4jj— i—2 und 20) für n = 4 p. 
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Für n = 4 und n — 6 erhält man aus den letzten zwei 
Gleichungen die speciellen Formeln: 


1111 


l 4 -ha? 4 1 3 4 H-a? 4 1 5 4 -h# 4 7 4 -f-# 4 

e x *\[l —<rH 

TT 

/" 2 —2 sin 

[o?7T | 

/?) 

4a?y 2 ** 

v e 

1 1 1 

-4- -4- . -1- 

\fl -«1 

1/ 2-t-e 

1 

1/Vh-2 cos| 

r | 

^?7T 

Ki) 


16 ^ + 36^6 ^ 56+3,6 + 76+3,6 ■+■ • 



XK 

\ e xn ! e T —0 2 —21/3 sin 

(7/3)1 

12a? 5 j 

j j J 1 __ ** 

S <? ~ -HC 2 -b2 cos 

f/3) 

\ 


Es ist nach Gleichung 8): 

p( x 1 1 1 1 

W l«-Ha?« Hh 2 n -h-x‘ l " + " 3"H-a?' 1 ^ 4 ,, H-a?’ 1 ~ i ~‘ '' 

11 

-1 

2 

= 2x n -t- Z w ^ 

0 


und wenn — statt a? substituirt wird, so folgt: 

1 ^,|''a?'j_ 1 1 1 1 

2“ ItJ“ 2”-+-a? n " + ' ’ +_ + 8’‘-t-a? M ~ f ~ ‘ " 



o 


Durch Subtraction dieser Gleichung von 18) ergibt sich : 

1 1 1 1 

l n -hcc n -l_ 3"-t -x n A n -+-(v n ~^' 


n 

~2 

0 



Beitrag zur Ausweichung unendlicher Producte und Reihen. 627 
Die Functionen r t und w sind durch die Ausdrücke gegeben: 


, , x a) = X,(^- g -)-2 P ,sinß 
y > J) e *_ he -*- h 2 cos ß 

cc_ \,(«*—er*)-i-2p t sin ß 

1 2 ,J) —2 cos ß 

Dabei ist zur Abkürzung: 

a =z cctcXj und ß = xrcp g 

Für die Differenz dieser zwei Functionen erhält man: 

x , — 4p g sin ß (e*-he~*)—4X g cos ß (e* — e~°) 

77 ^ ^ 2 ; ^ c~ rj ~\-e 2a — k 2 (1 —2 cos ? |3) 


= -4 


sin {xnp g ~h L ^ 1 sin (^p ? — ^^tt) 
g2*ic> vH _g-2awX y _2 COS (2 X7vp g ) 


Es ist somit der Werth der Reihe mit regelmässigem Zeichen¬ 
wechsel durch folgende Formel gegeben: 


l n -hx n 2 n -hx n 3 n ~hx n 4 n -hx il 


1 _ 2t: y ( , 

2x n nx n ~ l sL-i 


wobei abkürzend: 


<?(*) = ■ 


** x £r sin (a?7rp^H- ^ tt) -f- 6 _a!7!) ^ . sin ( xnp g — 
e 2xn h-he- 2xK ' K j—2 cos (2xnp g ) 


gesetzt wurde. Wird ferner in 9) x durch — ersetzt, so gibt dies: 

1 F (*)_ 1 , 1 , 1 , 1 . 

2 n L 2 J 2 n -hx n 4 il -hx n 6 n -hx n 3 n -\-x 11 


■± 



628 Mildner. Beitrag zur Auswerthung unendlicherProducteetc. 


Zieht man dies letzte Resultat von Gleichung 20) ab, so folgt; 


1111 

l”-t-3?“ 2"H-a? ra H ~ 3 n -hx n 4 n -\-x n 


2a?" nx 




1 4 n 

2x n nx ll ~ 


X <?(*);» = 4p. 


Durch das analoge Verfahren gibt Gleichung 10) in Ver¬ 
bindung mit 19) für n = 4/M-2 nachstehendes Resultat: 

23 s 1 _1__1_1 

' l n -A-x n ' 2 n -hx n -H 3 ,l -hx n 4“-hx n '' 


i 2 k r_i_ 

2a?” nx n ~ L ,e m —c 




Aus den letzten zwei Formeln gehen durch Substitution 
von n = 4 und n = 6 folgende specielle Resultate hervor: 

1 1 1 1 
l 4 -l-a? 4 _ 2 4 -t-a? 4 ^ 3 4 -i-a? 4 ~ 4 4 H-a? 4 ' ' 


1 7T 

2a? 4 a? 3 


e / asm 


/ (2a?/ 2-t-l) -t -e-xJf 2 sin -4-(2a?/2—1) 
—2 cos (a??r /2) 


1111 

l 6 -t-a? 6 2®-t~a? 6 " H 3« +a?® 4 ®-ki? 6 ' 


’ 2a?® 3a? 5 


asrc r _ -1 am r _ n \ 

2 sin y (3#lA3-b-l) -^“sin -^-(3x\f3 —1) 

—e~ xiz e xK_i_ e —zn —2cos(^[/3) j 



